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Tipovi konacnih elemenata

Z. Podela konainih elemenata

Postoje razliCite vrste i tipovi konacnih elemenata. Svaki konacni element je definisan:

Dimenzijama

Oblikom

N\

Cvorovima

N\

Stepenima
slobode
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Tipovi konacnih elemenata ‘I

Z. Podela konainih elemenata

Osnovni tipovi konacnih elemenata su odredeni prostorom (geometrijskim dimenzijama)

koji koriste.
Tipovi elemenata
1D elementi 2D elementi 3D elementi

Oblik elementa:
heksaed., tetraed.,
piramida, prizma,

Oblik elementa:
trgougao,
Cetvorougao itd.

Oblik elementa:
Stap, greda,
opruga, cevi, itd
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Z. Podela konainih elemenata

Konacne elemente je moguce klasifikovati i prema:

e mterpc?_laaonlh Fizickim osobinama
funkcija

e (ljuska, ploca, e (linearan, e tanka ljuska, debela e izotropan,
greda), parabolican, kubni), ljuska anizotropan

Familiji — grupaciji

Svojstvima materijala




Tipovi konacnih elemenata ‘z

2. Podela konacnih elemenata

O Posebnu grupu elemenata Cine vezivni ili grani¢ni elementi.

O Grani¢ni elementi su kategorija koja sluzi za formiranje veza na granicama kontinuma,
koja matematickom modelu definise neki uslov ogranicenja ili optereéenija.

Pojedini tipovi grani¢nih elemenata su:

» Element za definisanje mase; : B
Element tipa tacke I

» Element za definisanje krutog tela;

» Elementi za definisanje krutosti; } _

» Elementi za definisanje prigusenja;

Kruti element 3D Element

N

Ovi elementi se primarno ne koriste za
definisanje geometrije modela, ve¢ za
definisanje veza izmedu elemenata na modelu,
komponenti mase itd.

Element mase — 1D Element

2D Element
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2. Jednodimenzionalni konadn/ elementsy

O U sludaju 1D elemenata, jedna od dimenzija je veoma velika u poredenju sa druge dve
dimenzije.

O Jednodimenzioni konacni elementi se mogu podeliti na: Stapove, grede, granicne
elementi, cevne elementi, osno-simetricne ljuske itd.

O Duzina se definiSe modelovanjem linije, dok se druge dimenzije definiSu dodeljivanjem
odgovarajucih preseka liniji.

O Primena: dugacka vratila, spojevi u zglobovima sa jednom osom rotacije, vezivni
elementi.

Prednosti:
> Brzi proradun; (1 B
» LakSe modeliranje i povezivanje;
X>>Y, Z

» Jednostavno je napraviti promene na
modelu;

» Pogodni za automatizaciju proracuna.
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2. 1D konaln/ elements tipa stapa
L Konacni element tipa Stapa ima dva ¢vora i po jedna stepen slobode u svakom ¢voru.

O Elementi tipa Stapa sluzi za odredivanje naprezanje na zatezanje i/ili pritisak.

O Za slucaj konstante povrsine poprecnog preseka konacnog elementa oblika Stapa po celoj
duzini matrica krutosti ima oblik:

xi |, uf) |_L,i(/')
| -
(k) Fxj
Fxi i _I X




Tipovi konacnih elemenata ‘z
2. 1D konacni elements tipa grede

0 Konacni element tipa grede je element sa dva c¢vora (i, j). Element tipa grede moze sluziti
za ravanske 2D analize, ali i za prostorne 3D analize na naprezanje, zatezanje, pritisak,

savijanje i uvijanje. .
O Za slucaj analize u xy ravni, konacni element ima po tri stepena slobode u svakom cvoru.
Dve translacije u x i y pravcu i jednu rotaciju oko z ose.

O Za prostorne 3D analize konacni element ima po Sest stepeni slobode u svakom cvoru.
Tri translacije u x, y i z pravcu i tri rotaciju oko x, y i z ose.

L Pogodni su za analize kada je odnos vitkosti elementa koji se analizira (GAL*2)/(El) > 30.

Matrica krutosti za slucaj savijanja u xy ravni
Konacni element u obliku grede 12 6L -12 6L
(k] El, 42 -6L 2L
N () % | simetricno 12 6L
X

8
Konacni element tipa grede za slucaj savijanja u xy ravni
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2. 1D konacni elements — Graniéni elementi tipa opruge

Konacni element tipa opruge ima dva €vora na krajevima i po jedan stepen slobode u
svakom cvoru.

Ne podrzava analize na savijanje i uvijanje, dok se smatra da je sila konstantna po celom
elementu.

Pojedini elementi tipa opruge sluze i za definisanje prigusenja pri dinamickoj analizi.
Moze se koristiti za modeliranje hidrauli¢nih cilindara.

Matrica krutosti je ista kao i kod elementa tipa Stapa.

Konacni element tipa grede za slucaj savijanja u xy ravni
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3. Dvodimenzionaln/ konaini elementsy

O Kod 2D elemenata, dve dimenzije su veoma velike u poredenju sa tre¢om dimenzijom.

O Koriste se za analizu problema koji se mogu posmatrati kao dvodimenzionalni (ravno
stanje deformacije i napona, osnosimetricno stanje deformacije)

O Duzina stranica se definiSe modeliranjem, pri ¢emu se izvlaci srednja povrsina i odreduje
debljina sa obe strane povrsine.

L Najcesce su oblika: trougla, cetvorougla (kvadrat, pravougaonik, romb)

O Prakticna primena: tanke posude, delovi od lima, plasti¢ni delovi poput instrumentalnih
ploca itd.

L Uopste posmatrano 2D diskretizacija se koristi kada je odnos Sirine i debljine veci od 20.

o:p

X, Z>>Y

a) b)

Dvodimenzionalni (ravanski) konacni elementi:

Princip definisanja (modeliranja) 2D elementa a) linearni; b) kvadratni

10



3. 2D konacni elements tip trougla

O Standardni ravanski konacni element oblika trougla ima tri ¢vora i u svakom ¢voru po dva
stepena slobode.

Q Diskretizacijom ravne strukture na trougaoni konacni element (k) u xy-ravni, dobija se
element sa ¢vorovima i, ji k.

Y

Yi

Yi

Tipovi konacnih elemenata

16x6

11S01NJ> edlulen

{1

11



Tipovi konacnih elemenata ’z

3. 2D konacni elements tip cetvorougla

O Ravanski konacni element oblika cetvorougla - Cetiri ¢vora i u svakom ¢voru po dva
stepena slobode.

Q Diskretizacijom ravne strukture na kona¢nim elementom (k) u xy-ravni, dobija se element
sa ¢vorovimaii, j, ki m.

kii kij kik kim
k = kji kJJ kkm kjm -
(k) —
. kki kkj kkk kkm =
Ay m . vl | I(mi I(mj kmk kmm ] Q.-')n-
i,
k a
u, QU
)
Yin v c
o
Y, v —
, = k11 k12 k18 W 8‘
y
Y ! u X _ [k] _ k21 kzz k28 —_
= ] ® [
” : : : :
XK
X, B I(81 k82 e k88 _I8x8
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4. Trodimenzionaln/ konain/ elementsy

O Prostorni konacni elementi se koriste za analizu trodimenzionalnih problema. Osnovni
trodimenzionalni konaéni elementi su tetraedar, pravilni paralepiped (heksaedar) i
izoparametarski trodimenzioni elementi.

O Ako se geometrija moze preslikati (simetricni i pravilni modeli), tada je poZeljna
heksaedarska ili tetraedarska mreza. Za sve nepravilne oblike koristi se tetra mreza.

O Prakticni primeri: Industrijski ventili, delovi masina alatki, kucista, blok motora, klipnjace,
itd.

13
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4. 3D konacin/ elements oblika tetraedra

0 Konacni elemnet oblika tetraedra ima cetiri ¢vora (i, j, k, m) i tri stepena slobode u
svakom ¢voru.

I kii kij kik kim |
[k](k) _ Eji tjj tjk Ejm
ki ki kk km
_kmi kmj kmk kmm 1oyt
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Tipovi konacnih elemenata
4. 3D konacni elements oblika paraloppeda

{1

O Konacni elemnet oblika tetraedra ima osam ¢vora (i, j, k, m, n, e, f, g) i tri stepena slobode

u svakom cvoru.

[k](k) -

Ii

gi

I[v

99

24x24
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5. [zoparametarski konacni elements

0 Konacne elemente osnovnih geometrijskih oblika mogucée je preslikati, iz lokalnog
koordinatnog sistema u razliCite nepravilne geometrijske oblike s ravnim ili zakrivljenim
stranicama u opstem Dekartovom koordinatnom sistemu.

L Ako je polje pomaka konacnog elementa opisano pomocu istih interpolacijskih funkcija
kao i geometrija elementa, elementi se nazivaju izoparametarski konacni elementi.

4 7 3

P(u,v) 16

——>
>

Osnovni konaéni elementa Izoparametarski konacni elementa »
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1D elementi

6. [zbor elementa za anallzu

) Izbor tipa kona¢nog elementa prvenstveno zavisi od:
Geometrijskog modela (1D, 2D ili 3D model)

Tipa analize (strukturna, toplotna itd.)

Vremena potrebnog za analizu 3D elementi
2D elementi

() Tacnost analize direktno zavisi od izabranog tipa konacnog elementa.

| Veli¢inai |
oblik
|geometrije |

Trajanje
projekta

—_— — —_ -

Pravilan/ne " Materijali- PIEThe
1D, 2D, 3D . / Staticka, . J UEANE L reSavanja
" pravilan ' oy linearni/ne razvoj
geometrija : dinamicka : . vod MKE
| oblik linearni || proizvoda problema

17
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6. [zbor elementa za anallzu

Izbor konacnog elementa za modeliranje, zavisi od geometrijske forme
posmatranog kontinuuma i procene unutrasnje distribucije sila i deformacija.

Geometrijska forma je zadata konceptom konstrukcije i sadrzana je na
projektnoj dokumentaciji.

Forme dugackih ¢lanova (malih dimenzija poprecnog preseka u odnosu na
duzinu) zamenjuju se jednodimenzionim konacnim elementima.

Ravne povrsSine zidova, pregrada, dijafragmi, lamela nosaca, zamenjuju se
dvodimenzionim konacnim elementima (obi¢no za analizu napona).

Tamo gde se javljaju koncentrisana lokalna naprezanja usled geometrijske
slozenosti, koriste se trodimenzioni konac¢ni elementi.
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7. Primer

Konzolna greda konstantne debljine 5 mm i promenljive visine uévrséena je na levom kraju i optereéena
koncentrisanom silom P = 100 N. Dimenzije su date na slici. Modul elasti¢nosti E= 210 GPa, a Poissonov

koeficijent V je 0,3.
Odrediti vertikalna pomeranje na slobodnom kraju B, najveéi napon na savijanja oko ramena A i
raspodjelu napona na savijanje i smicanja duz vertikalne linije C-C (0,01 m od tog fiksnog kraja).

Prethodno odrediti preko 1D, 2D i 3D modela

0.01'mT

/C

=0.002m¥ P=100"NY

.................................

T 0dmY 0.2my .

==
o
—_—
[
]
I
=
=
A —
A H
1=}
| o
\ e—
vl ¢
LA

................................

Debljin grede= 0.005 m
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7. Primer — 1D element

Konacni element: tipa grede BEAM 188

Koristi se za analizu vitkih do umerno debelih grednih struktura. Element se zasniva na TimosSenkovoj
teoriji grede, koja ukljucuje deformacija smicanja.

Element moze biti opisan linearnom, kvadratnom i kubnom funkcijom. Ima dva ¢vora i po Sest
stepeni slobode u svakom ¢voru (tri translacije i tri rotacije). '

20



7. Primer — 1D element

Tipovi konacnih elemenata

0 Max
-0.427
-0.85401

-1.281

-1.708

-2.135

-2.562

-2,089

-3.416

-3.843

-4.27

-4.697
! -5.1241

-5.5511
-5.9781 Min

Unit: MPa

Tirne: 1

11/7/2020 2:42 AM
240 Max

5 213.33

Unit: MPa
Time: 1
11472020 %42 AM

183.67 Max
179.3
174.93
170,53
166,18

Maxirnumm Bending Stre
Type: Maximum Bendin

10 mm

Pomeranje

Napon na savijanje

ox = 122 - 237 MPa

ox=178,32 MPa

€.

Uy =5,98 mm

21
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7. Primer — 2D element

Konacni element: ravanski element plane 183

Plane 183 je 2D element viSeg reda sa osam ili Sest ¢vorova. Interpolaciona funkcija je kvadratnog
oblika i pogodan je za mesiranje nepravilnih mreza.

U svakom ¢voru ima po dva stepena slobode (translacije u X i Y pravcu). MoZe se koristiti za

odredivanje ravanskog stanja napon, ravnskog stanja deformacija ili kao osno-simetricni element (sa
ili bez uvijanja).

M !
Degenerated
triangle
KEYCPT(1)=0 KEYOPT(1)=1

(or axial)

X (or radial)

LTy
RATATL

AT AT
e P e N P R

Ta
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7. Primer — 2D element

5.3608e-5 Max
-0.68163
-1.3633
-2.045
-2.7067
-3.4084
-4,0001
-A.777
-5.4534

Uy =6,13 mm

-6.1351 Min

i Max

B T PSS

Min

; 172.66 Max

. -0,2447% . 134,20
- 5,92
— -0.71858 —\Eh\
L -(,95579 L 19,185
L 1,193 -1 19,183
L -1.4302 -1 -57.551
L 16674 _ L 05,018 _

oo oxy = 2,15 MPa 12130 ox =173 MPa
. -2.1419 Min -172.65 Min

Napon smicanja duz preseka C-C Normalni napon duz preseka C-C
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7. Primer — 2D element

Ekvivalentni Misses-ovi naponi

310,53 Max
276,12
2.7
207.29
172,87 B
138246
MM B
69.627

304.74 Max
273,78
242,79
211.82
180.84
140,87
118.89

a7.02

56,046
25972 Min

310,53 Max
Sekv. = 305 MPa 278,81 .“D‘
24711
215,39
183.68
151.97

120,26

o e @! Sekv. = 310 MPa

56,83
25117 Min
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7. Primer — 3D element

Konacni element: zapreminski element solid 183

Solid 183 je 3D element sa interpolaciona funkcija kvadratnog oblika.

%.

U osnovnoj varijanti element ima 20 ¢vorova i u svakom po tri stepena slobode (translacijeu X, Y i Z
pravcu). Solid 183 se jos moze koristiti i u obliku piramide (13 ¢vorova), tetraedra (10 ¢vorova) i

prizme (15 ¢vorova).

Element podrzava plasti¢nost, hiperplasticnost, puzanje, veliko ugibanje i moguénosti velikog
naprezanja.

MN.O.PUVWI
7. AB
KL.S
1 R
Q

Tetrahedral Option
MN.O.P.UVWI

25
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7. Primer — 3D element

Pomeranje u pravcu dejstva sile

. 0.00011222 Max
-0.68101

— -1.361
— -2.0433
— -2.7244
— -3.4055
— -4.0566
— -4.7678

. -5.4439
-6.13 Min

Uy =6,13 mm




7. Primer

. 314.79 Max
279,97

— 245,15
— 210,33
— 175.5
— 140,68
— 105,36
— F1.044

. 36,224
1.4039 Min

-0.0056247Max
-0.28439

Tipovi konacnih elemenata

178.64 Max
— 3D element s
13981
1204
100,99
81.573
62,159
42,745
2331
3.9174 Min

Ekvivalentni Misses-ovi naponi

duz preseka C-C

oekv. = 178,64 MPa

117772020 11:41 Ak

314.5 Max

-0.52315

-0.78192

-1.0407

-1.20%4

-1.5582

-1.817

-2.0757 v

-2.3345 Min
314.79 Max
284,38
253,97
223.56
193,16

Napon smicanja 16273
132,34

v

duz preseka C-C D91E
71.529
41.122 Min

oxy = 2,33 MPa

s 284.07

233,64
2231
192,78
162,34
131.31
10.48
71.047
40615 Min

Ekvivalentni Misses-ovi naponi
duZ ramena A

oekv. =314 MPa

Ekvivalentni Misses-ovi naponi

duz ramena A

oekv. =314 MPa
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7. _Primer — Kastiljanova teorema

Moment u funkciji X koordinate:

M = —P(L - x)

Moment inercije se menja sa promenom x-koordinate pa ‘e pomeranje tacke B biti:

|

0

=0

I M(@M /ap)d °3j°2 M (oM /0P) .

0 0.1 I2

—P(L- X)( (L=X) 03°Z—P(L X)((L=%))
E(h’h/12) E(h’b/12)

0.1

=+[L2X—LX2+X3/3]O'1+L[L —Lx®+x /3]0302
E(h’b/12)

.00582=5,82 [mm]

o " E(h’b/12)

Maksimalni napon duz Y ose u preseku C-C:

M(h,/2)  M(h,/2) P(0.302—0.01)hl/2

G = - ~178.8 MPa
El, E(h’/12)  E(h’b/12)
Napon smicanja u preseku C-C:
* *
3V _3*00N _ 3*100 s 544 mpa

Tmax = 2A 2*(h1 *b) 2*0.014*0.005

€.
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7. Primer — Poredenje rezultata

3.0
2.8

2.6

22

5 2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0

! S ! | A e M | | s ool P | £ P s | | S ! i ‘ | B e s | G
nom
El,
24—
(O-X)max
K, =~ fmax
b, Gnom
}\ \\ L K :(O-X)max
i k\ | Hih=6 t O hom
— \\%/2 : (o)
e — 3 e
————1.2 (o}
'““\-_i_,________ oy Kt _ x Jmax
I . ! 1.01 Gnom
Ll L R S R Lok Lt Lodsad ok  SEEE it S |
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Pomeranja tacke B

Uy [mm]

Normalni naponi u
preseku C [MPa]

Normalni naponi na

ramenu B [MPa]

Naponi smicanja u
preseku C [MPa]

5,84

178,8

2,14

5,98

178,32

237

6,13 6,13
173 178,64
310 314
2,15 2,33

Koeficijent koncentracije napona za tacku A

_M(h,/2)  M(h,/2) 6M _ 6*100*(0.302-0.102)

=240.0 MPa

==—"=-129 - 2D element
240

~ E(h3b/12) EhZb  210e9*0.0172*0.005

237

=22"-0,98- 1D element

240

310 ZaH/h=1,4ir/h=0,2

sa dijagrama Kt = 1,45

314

=—"—"=1,30 - 3D element

240
29

€.
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